
 باسمه تعالی

 
 ی مهندسی مکانیکدانشکده -دانشگاه صنعتی اصفهان 

 99-98تحصیلی  اولسال نیم بعدی پیوستهی نمونه از کاربرد روش اجزای محدود برای تحلیل تنش یکحل مسأله
 

 مدرس: مهدی سلمانی تهرانی  (1)ی صفحه
 

 

 

𝐸=3 و مدول یانگ 𝐴=0.2(m2) ی شکل زیر دارای سطح مقطع ثابتمیله × 107(Pa) است. در 𝑥=1 نیروی متمرکز 𝑃=24(N) و در قسمت BC 

(2≤𝑥≤6) ت ثابگسترده با شدت  نیروی𝑞0=18(N/m) به میله اعمال شده است. شرایط مـرزی در 𝑥=0 جایی مقید و درصورت جابهبه 𝑥=6 رت صوبه

ها و دست آورید. سپس با سوار کردن ماتریسرا به جزءتی و بردارهای نیرویی هر فهای سی نشان داده شده، ابتدا ماتریسسطح آزاد از تنش است. برای شبکه

سط میله قرار دارد و طول دو در و 2 یرا حل کنید. توجه شود که گره، دستگاه کلی معادلات اجزای محدود مسأله را تشکیل دهید و سپس آنجزءهابردارهای 

 ، را محاسبه کنید.𝑢(𝑥=6) جایی انتهای آزاد میله،جابه , 𝜎(𝑥=0) مساوی است. پس از حل دستگاه، تنش در ابتدای میله، جزء

 
 ی اجزای محدود پیشنهادیو شبکه ی بارگذاری شدهمیلهشکل (: 1شکل )

 

 
 پاسخ:

 .( تشکیل شود1)ی شکل رابطهروش اجزای محدود لازم است دستگاه معادلات بهحل مسأله بهبرای 
(1) 𝐊 𝐝 = 𝐟B.F. + 𝐟C.F. + 𝐫 

 .شرح زیر هستند( به1ی )رابطه هایهر یک از جمله

𝐊برای این مسأله تی کل سازه ف: ماتریس س(33 )است 

𝐝برجایی گره: بردار جابه( 1ای این مسأله ای برای کل سازه3 )است 

𝐟C.F. برای این مسأله ها، در گره: بردار نیروی خارجی ناشی از نیروی متمرکز( 1برای کل سازه3 )است 

𝐟B.F. برای این مسأله هاجزءی در محدوده (یا نیروی متمرکز نیروی گستردهبارگذاری )ناشی از  جزءها،: بردار نیروی( 1، برای کل سازه3 )است 

𝐫برای این مسأله العمل تکیه: بردار نیروی عکس( 1گاهی کل سازه3 )است 
 

 ( است.2های )مطابق رابطه (،1در شکل ) پیشنهادی یاین مسأله با شبکه برای 𝐫ی گاهالعمل تکیهو بردار نیروی عکس 𝐝 کل یاجایی گرهجابهبردار 

(2) 
𝐝T = [�̅�1 = 0  ,   𝑢2  ,   𝑢3] 

𝐫T = [𝑟1  ,   0  ,   0 ] 

 جزءمتناظر برای هر  جزءهاتی و بردار نیروی فماتریس سباید ابتدا  برای کل سازه، .𝐟B.F )المانی( و بردار نیروی جزء 𝐊تی کل فبرای تشکیل ماتریس س
توجه شود که برای این مسأله، چون نیروی  د.محاسبه شوکلی سازه   .𝐟B.Fنیروی  بردار و تیفس ، ماتریسجزءهاهای تشکیل شود. سپس با سوار کردن آرایه

 صفر است. .𝐟C.Fبردار نیروی خارجی  شودها وجود ندارد نتیجه میمتمرکز روی گره
(3) 𝐟C.F. = 𝟎 

نیز یکسان است. بنابراین ماتریس  جزءها ثابت و مشابه و طول دو ای است که سطح مقطع و مدول یانگ آندوگره جزءدو شبکه شامل در این مسأله 
 آیند.دست می( به4ی )بر اساس رابطه جزءتی دو فس

(4) 

(1) 
(2) 𝐊(1) =

𝐴(1)𝐸(1)

𝑙(1)
[

1 −1
−1 1

] =
0.2 × (3 × 107)

3
[

1 −1
−1 1

] = 2 × 106 [
1 −1

−1 1
] 

 (2)  (1)   

(2) 
(3) 𝐊(2) =

𝐴(2)𝐸(2)

𝑙(2)
[

1 −1
−1 1

] =
0.2 × (3 × 107)

3
[

1 −1
−1 1

] = 2 × 106 [
1 −1

−1 1
] 

 (3)  (2)   

 

𝑞0=18(N/m) 

𝑥 

𝑢
( 𝑥

=
0

) =
0

 
 

𝑃(𝑥=1)=24(N) 
O 

B C 
 𝑥O =0 𝑥B =2 𝑥C =6 

 

𝜎
( 𝑥

=
6

) =
0

 
 

𝐴=0.2(m2)         ,         𝐸=3 × 107(Pa) 

1 2 3 (1) (2) 
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 (1ی )ی اجزای محدود شکل شماره( در شبکه2( و )1) جزءهایهای گذاری محلی و کلی گرهشماره(: 2شکل )

 
تی فکه موقعیت آن درایه را در ماتریس س 𝐊(2)و  𝐊(1)های ماتریس مربوط به هر یک از درایهی سطر و ستون ، شماره(4ی )توجه شود که در رابطه

با  است.فرض شده  (2مطابق شکل )( 2( و )1) جزءهای هر یک از دو گذاری محلی گرهشماره کاربرای این کند نیز مشخص شده است.کل سازه بیان می
 آید.دست می( به5ی )صورت رابطهتی کل سازه بهف(، ماتریس س4ی )هتی در رابطفهای ستوجه به ماتریس

(5) 𝐊 = (2 × 106) × [
1 −1 0

−1 2 −1
0 −1 1

] (N/m) 

.𝐟B.F جزءی بردارهای نیروی برای محاسبه
.𝐟B.F و (1)

در  𝑞0=18(N/m)( علاوه بر نیروی گسترده با شدت ثابت 1) جزء برای ، باید توجه شود که(2)
( تنها نیروی گسترده با شدت ثابت 2) جزءاما برای  شود.وارد می جزءاز این  𝑥=1ی نیز در نقطه 𝑃=−24(N)نیروی متمرکز ، 2𝑥3ی محدوده

𝑞0=18(N/m) جزءبنابراین بردارهای نیروی  وجود دارد. جزءی در کل محدوده 𝐟B.F.
.𝐟B.Fو  (1)

 آیند.دست می( به6)های بر اساس رابطه (2)

(6) 
𝐟B.F.

(1)  = (𝐍(1) T|
𝑥=1

) 𝑃 + ∫ 𝐍(1)T 𝑞0 𝑑𝑥
𝑥=3

𝑥=2

 

𝐟B.F.
(2)

= ∫ 𝐍(2)T 𝑞0 𝑑𝑥
𝑥=6

𝑥=3

 

 شوند.( تعیین می7های )( مطابق رابطه2( و )1های )جزءهای تابع شکل ماتریس

(7) 
𝐍(1) = [𝑁1

(1)
𝑁2

(1)] =
1

𝑙(1)
[𝑥2

(1)
− 𝑥 𝑥 − 𝑥1

(1)] =
1

3
[3 − 𝑥 𝑥] 

𝐍(2) = [𝑁1
(2)

𝑁2
(2)] =

1

𝑙(2)
[𝑥2

(2)
− 𝑥 𝑥 − 𝑥1

(2)] =
1

3
[6 − 𝑥 𝑥 − 3] 

.𝐟B.Fجزء (، بردارهای نیروی 6های )( در رابطه7های )از رابطه جزءهاهای تابع شکل با جایگذاری ماتریس
.𝐟B.Fو  (1)

دست می( به8ای )هصورت رابطهبه (2)
 آیند.

(8) 

𝐟B.F.
(1)

= (
1

3
× [

2
1

] × (−24)) + (
1

3
× [

1

2
5

2

] × 18) = [
−13

7
] (N) 

𝐟B.F.
(2)

=
1

3
× [

9

2
9

2

] × 18 = [
27
27

] (N) 

.𝐟B.Fپس از سوار کردن بردارهای 
.𝐟B.Fو   (1)

( 9ی )ورت رابطهصبرای کل سازه به .𝐟B.F(، بردار نیروی 2های محلی و کلی شکل )گذاریبر اساس شماره (2)
 شود.نتیجه می

(9) 𝐟B.F. = [
−13
34
27

] (N) 

 آید.ست مید( به10ی )ورت رابطهصدر نهایت دستگاه معادلات اجزای محدود برای این مسأله به

(10) (2 × 106) × [
1 −1 0

−1 2 −1
0 −1 1

] [
�̅�1 = 0

𝑢2

𝑢3

] = [
−13
34
27

] + [
𝑟1

0
0

] 

( نشان داده 11ی )هاحل در رابطه ییند نتیجهآست میدبه 𝑟1اهی گالعمل تکیهو عکس 𝑢3و  𝑢2جایی های جابهبا استفاده از حل این دستگاه، مجهول

 است. ،𝑢(𝑥=6)، ایی مجهول انتهای آزاد میلهجهمان جابه 𝑢3جایی جابه شده است.
 

1 2 3 

(1) (2) 

1 2 

(1) 

1 2 

(2) 
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(11) 

𝑢2 = 3.05 × 10−5 (m) 

𝑢3 = 4.40 × 10−5 (m) 

𝑟1 = −48 (N) 

جایی در ا که جابهجشده است. از آن استفاده ندیبشبکهبرای ای های دوگرهجزء ازایی در میله، باید توجه شود که در این مسأله جبرای رسم میدان جابه
 ید.آدست می( به3ورت نمودار شکل )صجایی در امتداد میله بهی حل اجزای محدود برای جابهصورت خطی است، نتیجهای بهدوگره جزءامتداد 

 شود.( محاسبه می12ی )بر اساس رابطه جزء، ابتدا کرنش هر ی تنش در هر جزءبرای محاسبه

(12) 𝜀(𝑒) = 𝐁(𝑒) 𝐝(𝑒) = (
𝑑

𝑑𝑥
𝐍(𝑒)) 𝐝(𝑒) =

1

𝑙(𝑒)
[−1 1] [

𝑢1
(𝑒)

𝑢2
(𝑒)

] =
𝑢2

(𝑒)
− 𝑢1

(𝑒)

𝑙(𝑒)
 

 شود.محاسبه می جزء(، تنش در هر 13ی )گاه با استفاده از رابطهآن

(13) 𝜎(𝑒) = 𝐸(𝑒) 𝜀(𝑒) = 𝐸(𝑒) (
𝑢2

(𝑒)
− 𝑢1

(𝑒)

𝑙(𝑒)
) = 𝐸(𝑒) (

1

𝑙(𝑒)
) [−1 1] [

𝑢1
(𝑒)

𝑢2
(𝑒)

] = 𝐸(𝑒)𝐁(𝑒) 𝐝(𝑒) 

( و 12)های را رابطهی تنش با استفاده از تحلیل اجزای محدود، حتماً باید از روند حل اجزای محدود که اساس آنلازم است تأکید شود که برای محاسبه
بر سطح مقطع میله  محاسبه و سپس مورد نظر در مقطع را ی تنش، نیروی محورینباید برای محاسبه عبارت دیگردهند استفاده شود. به( تشکیل می13)

 د. نموتقسیم 
زیرا کرنش از مشتق ثابت خواهد بود.  جزییکند، کرنش در امتداد چنین صورت خطی تغییر میای بهدوگره جزءجایی در امتداد توجه شود که چون جابه

ی تنش در ابتدای برای محاسبه دست خواهد آمد.زای محدود، ثابت بهای بر اساس حل اجدوگره جزءدر نتیجه تنش نیز در امتداد آید. دست میجایی بهجابه
 ید.آدست می( به14ی )صورت رابطهبه (2( و )1ای )هجزءی تنش در ی محاسبهنتیجه ( محاسبه شود.1ی )شماره جزءمیله، کافی است تنش در 

(14) 

𝜎(𝑥 = 0) = 𝜎(1) = 𝐸 𝜀(1) = 𝐸 (
𝑢2

(1)
− 𝑢1

(1)

𝑙(1)
) = 𝐸 (

𝑢2 − 𝑢1

𝑙(1)
) = 𝐸 (

1

𝑙(1)
) [−1 1] [

𝑢1
(1)

𝑢2
(1)

] = 305 (Pa) 

𝜎(2) = 𝐸 𝜀(2) = 𝐸 (
𝑢2

(2)
− 𝑢1

(2)

𝑙(2)
) = 𝐸 (

𝑢3 − 𝑢2

𝑙(2)
) = 𝐸 (

1

𝑙(2)
) [−1 1] [

𝑢1
(2)

𝑢2
(2)

] = 135 (Pa) 

حل از که  گونهود، همانشمشاهده می( نشان داده شده است. 4ه، در شکل )دست آمدتوزیع تنش محوری در امتداد میله که از حل اجزای محدود به
برابر  𝑥=6( از جمله در مقطع 2) جزءچنین تنش در سرتاسر ناپیوسته است. هم هاجزء، تنش در مرز رودای انتظار میدوگره جزءبا  اجزای محدود

𝜎=135(Pa) تقریبی بودن و خطای ناشی از حل اجزای محدود است. دلیلناقض دارد. این موضوع بهدست آمده که با سطح آزاد از تنش در این مقطع تبه 

  
ی حل جایی محوری در امتداد میله، بر اساس نتیجهتوزیع جابه(: 3شکل )

 اجزای محدود

ی حل اجزای توزیع تنش محوری در امتداد میله، بر اساس نتیجه(: 4شکل )

 محدود
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